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Synopsis

apprentissage statistique • sélection
de modèles • régularisation • approches

multivariées et sélection de variables • illustration

“To paraphrase provocatively, ‘machine learning is statistics
minus any checking of models and assumptions’. — Brian D.

Ripley, useR! 2004, Vienna (May 2004)”



Éléments de contexte

Breiman, 2001a : Statistical Modeling: The Two Cultures.

• “What’s the model for the data?”
• “It is a strange phenomenon–once a model is made, then it becomes

truth and the conclusions from it are infallible.”
• “The whole area of guided regression is fraught with intellectual, sta-

tistical, computational, and subject matter difficulties.”

La question qui se pose n’est pas l’usage de modèles dirigés par les don-
nées, mais bien du choix d’un modèle génératif, 𝑃(𝑥,𝑦), ou discriminant,
𝑃(𝑦|𝑥) (Nget Jordan, 2001). Par ailleurs, la recherched’unmodèle prédictif
vs. explicatif suggère le recours à des approches différentes.



Du problème du choix des paramètres
Modèle génératif :

f <- function(x) sin(sqrt(2*pi*x))

n <- 1000

x <- runif(n, 0, 2*pi)

y <- f(x) + rnorm(n, 0, 0.25)

Qualité du modèle (N=1000 ou 30)

Modèle R2
a AIC DF

BS-3 0.8103 399.2 996
BS-5 0.8562 124.2 994
BS-10 0.8624 85.2 989

BS-3 0.8377 20.6 26
BS-5 0.8620 17.3 24
BS-10 0.8716 18.2 19
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Illustration



BS-15 estimé sur N=100, 30 nouvelles observations.
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BS-15 estimé sur N=30, 30 nouvelles observations.
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Compromis biais/variance

Considérons un modèle polynomial d’ordre 𝑘, 𝑓(𝑥) = 𝛽0 + ∑𝑘
𝑗=1 𝛽𝑗𝑥𝑗.

Problématique de sélection de modèle :

• Large biais quand 𝑘 petit, large vari-
ance quand 𝑘 grand.

• Comment choisir 𝑘 ?
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2
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑏𝑟𝑢𝑖𝑡

+ (𝐹(𝑥0) − 𝑓(𝑥0))
2

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑏𝑖𝑎𝑖𝑠2

+ 𝔼𝑋 [(𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0))
2]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒



Comment sélectionner/valider un modèle ?

Quel bon compromis pour éviter le sur-ajustement et contrôler la com-
plexité du modèle ?

• Limiter le nombre de prédicteurs, 𝑝 < 𝑚
15 (Harrell, 2001), ou maximiser

log 𝑝(𝑋 | 𝛽𝑀𝐿) − #params (AIC).
• Procédure de sélection automatique de variable (‘stepwise’).
• Validation croisée : 2 sous-échantillons, k-fold (avecou sans répétition),

bootstrap (Molinaro et al., 2005 ; Ambroise et McLachlan, 2002 ; Varma
et Simon, 2006).

• Techniques de pénalisation, incluant la sélection automatique de vari-
ables.

Ces techniques se situent principalement dans un cadre de régression (G)LM.



Approche de régression par régularisation

L’estimateur par MCO (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 minimise la SSR (𝑝 ≪ 𝑛). Lorsque 𝑝 >
𝑛, 𝑋 n’est pas de rang plein, et il n’y a plus unicité des solutionsMCO. Pour
la prédiction on peut chercher à minimiser le risque 𝔼(𝔼(𝑦 | 𝑥) − 𝑥′𝛽)2.

Autre classe d’estimateurs : Ridge (Hoerl et Kennard, 1970), Bridge (Fu,
1998), Lasso (Tibshirani, 1996), Elasticnet (Zou et Hastie, 2005), SCAD
(Fan et Li, 2001), Dantzig selector (Candes et Tao, 2007), Generalized Path
Seeker (Friedman, 2008).

𝛽 = argmin
𝛽

‖𝑌 − 𝑋𝛽‖2
2 + 𝜆1‖𝛽‖1⏟⏟⏟

lasso

+ 𝜆2‖𝛽‖2
2⏟⏟⏟

ridge

Une pénalisation avec une norme 𝐿0, 𝜆 ∑𝑗 𝐼(|𝛽𝑗| ≠ 0), revient aux méthodes AIC/BIC.



Régression ridge



Sélection de variables classique

Soit des données simulées selon le modèle 𝑦 = 𝛽0 + ∑10
𝑖=1 𝛽𝑖𝑥𝑖 + 𝜀,

n <- 50

X <- replicate(10, rnorm(n))

y <- 1.1*X[,1] + 0.8*X[,2] - 0.7*X[,5] + 1.4*X[,6] + rnorm(n)

Typiquement, une procédure de sélection pas-à-pas (critère AIC), en con-
sidérant que notre modèle de base est y ~ 0 + x1 + x2 +x3 + x4,
donnerait les résultats suivants :
Step Df Deviance Resid. Df Resid. Dev AIC

1 NA NA 46 96.46049 40.855522

2 + x6 -1 52.533786 45 43.92670 3.524967

3 + x5 -1 9.521129 44 34.40557 -6.690225

Residual standard error: 0.8843 on 44 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8461, Adjusted R-squared: 0.8251

F-statistic: 40.32 on 6 and 44 DF, p-value: 2.638e-16

Term β̂ SE t value Pr(>|t|)

x1 1.3643 0.1361 10.02 0.0000
x2 0.7970 0.1508 5.29 0.0000
x3 0.1857 0.1280 1.45 0.1540
x4 0.1981 0.1468 1.35 0.1842
x6 1.2988 0.1483 8.76 0.0000
x5 -0.5881 0.1686 -3.49 0.0011



Sélection de variables par régularisation
Optimisation directe d’un critère
basé sur la vraisemblance (pénal-
isée), par régression lasso (Fried-
man et al., 2010).

Méthode RMSE (IQR) R2 (IQR) Temps (s)

Lasso 0.954 (0.76–1.13) 0.862 (0.76–0.94) 6.1
Ridge 0.928 (0.76–1.16) 0.867 (0.76–0.93) 26.6
Elasticnet 0.932 (0.73–1.14) 0.866 (0.77–0.92) 49.3
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Colinéarité et grande dimension

Soit 𝑌, réponse continue, et trois prédicteurs continus, (𝑋1,𝑋2,𝑋3),
mesurés sur un échantillon de taille 𝑛 = 80, avec (𝑌,𝑋1,𝑋2,𝑋3) ∼
𝒩(0,Σ).
Considérons 40 prédicteurs additionnels tirés indépendemment dans
𝒩(0,1), de sorte qu’une estimation par simple MCO semble délicate.
Par ailleurs, si

Σ =
⎛⎜⎜⎜

⎝

1 −.5 −.5 0
−.5 1 .5 −.5
−.5 .5 1 −.5
0 −.5 −.5 1

⎞⎟⎟⎟

⎠
𝑋3 n’est pas corrélé à 𝑌 mais sa corrélation partielle avec 𝑌 n’est pas nulle.

Question : Est-il possible de recouvrer les prédicteurs ‘intéressants’ ?



Filtrage univarié (test de corrélation) :
𝑋3 serait exclu de la liste des prédicteurs
candidats (Paul et al., 2008).

Term log10(p) Bonferroni FDR

x1 -7.2547459 -5.621277 -5.90614479
x2 -7.2385832 -5.605115 -5.90614479
x3 -0.6746860 0.000000 -0.11700126
x4 -0.4135326 0.000000 -0.11700126
x4 -0.1717955 0.000000 -0.05684103

Approche par régularisation 𝐿1𝐿2, avec optimisation sur critère RMSE.

Term β̂OLS (SE) β̂enet

x1 -0.547 (0.083) -0.362
x2 -0.548 (0.093) -0.377
x3 -0.541 (0.093) -0.248
x29 0.216 (0.088) 0.054
x34 -0.061 (0.071) -0.020

10-fold
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Autres approches pour la sélection de variables

• Méthodes de filtrage : généralement univariées,
sélection de variables indépendamment du clas-
sifieur, extensions bayésiennes (Bo et Jonassen,
2002 ; Long et al., 2001).

• Méthodes d’ensemble (‘wrapper’) : qualité de
la classification, importance des prédicteurs, im-
possible d’enrichir la structure des classifieurs
(Lal et al., 2006).

• Méthodes intégréesouenchâssées (‘embedded’) :
processus de sélection de variables est intégré à
l’algorithme d’apprentissage, moins exigeantes
en termes de calcul (Lal et al., 2006).

Tiré de : Guyon et al., 2006

Ne pas négliger l’importance de la validation croisée (Schwender et al., 2008 ; Ambroise et

McLachlan, 2002).



Ensemble learning

L’idée est de générer des ensembles de classifieurs variés et suffisamment
précis.

On peut introduire de la variabilité en variant différents paramètres :

• varier le poids des observations (boosting/bagging, Breiman, 1996)
• varier les valeurs des observations (perturbation par ajout de bruit)
• considérer des sous-ensembles de variables (random forests)
• varier les paramètres du modèle
• varier le modèle utiliser (arbres, MARS, NNs, etc.)

Les estimations peuvent ensuite être combinées par pondération des es-
timations, par une méthode de vote (en classification), ou par partition-
nement de l’espace de design (Seni et Elder, 2010 ; Hastie et al., 2009).



Approche non-paramétrique
par arbres de décision

Dans le cas des structures de données irrégulières (𝑛 ≈ 𝑝 ou 𝑛 ≪ 𝑝),
les approches de filtrage univarié (tests t, régression) ou de réduction de
dimension (PCA, SVD) ne prennent pas en compte la naturemultivariée du
problème.

Avantages des arbres de décision (CART, ID3, C4.5/J48, etc.) :

• fonctionnent avec des variables numériques ou qualitatives, avec ou
sans valeurs manquantes, moins sensibles aux valeurs extrêmes,

• capturent les interactions, ignorent les prédicteurs de faible poids.

En revanche, ils sont instables, ne capturent pas bien les combinaisons
linéaires de variables, et sont impactés par la colinéarité (surrogates).



Typiquement, il est nécessaire d’élaguer l’arbre de décision pour éviter le
sur-ajustement : minimiser taille de l’arbre + minimiser fonction de coût.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-x5 + x3 + x2 - 2x + 1

1) root 80 19.3875000 0.58750000

2) y< 0.2673223 24 0.9583333 0.04166667

4) x< 0.9072912 22 0.0000000 0.00000000 *

5) x>=0.9072912 2 0.5000000 0.50000000 *

3) y>=0.2673223 56 8.2142860 0.82142860

6) x< 0.2191463 10 1.6000000 0.20000000

12) y< 0.8277749 8 0.0000000 0.00000000 *

13) y>=0.8277749 2 0.0000000 1.00000000 *

7) x>=0.2191463 46 1.9130430 0.95652170

14) x< 0.4344256 9 1.5555560 0.77777780

28) y< 0.4891134 2 0.0000000 0.00000000 *

29) y>=0.4891134 7 0.0000000 1.00000000 *

15) x>=0.4344256 37 0.0000000 1.00000000 *



Random Forests

Extension des CART incluant une double étape de randomization (vari-
ables et individus). Il n’y a pas de modèle sous-jacent : il s’agit d’un al-
gorithme (Breiman, 2001b) :

• On spécifie le nombre de variables 𝑝 qui servira d’ensemble de pré-
dicteurs parmi les 𝑃 variables de départ (généralement, 𝑝 ∼

√
𝑃).

• Chaque arbre (de profondeur maximale) est construit à partir d’un
échantillon bootstrap des individus de l’ensemble d’apprentissage.

• À chaque nœud, 𝑝 variables sont sélectionnées aléatoirement parmi
les 𝑁 variables, la division de l’arbre se faisant selon un critère demax-
imisation du gain d’information sur ces 𝑛 variables (Gini : 𝑖(Ω) =
∑𝑟≠𝑠 𝑝(𝑟 | Ω)𝑝(𝑠 | Ω) ou 1

𝑛Ω
∑𝑖∈Ω(𝑦𝑖 − 𝑦)2).

• L’importance de chaque variable est évaluée par permutation.



Random Forests et régression

Avec les données de régression 80 x 43, on peut comparer les variables
‘sélectionnées’ par régression 𝐿1𝐿2 et par RF :

−1

0

1

2

−2 −1 0 1 2
y

y~

Model

RF

Elasticnet

Méthode RMSE (IQR) R2 (IQR) Temps (s)

RF 0.977 (0.87–0.97) 0.295 (0.19–0.37) 304.6
Elasticnet 0.830 (0.88–1.03) 0.451 (0.36–0.54) 58.1

Terme Inc MSE (%) Inc MSE (%)

x2 14.39 (18.5) 0.36 (10.8)
x1 12.15 (15.6) 0.36 (10.5)
x34 5.19 (6.7) 0.19 (5.7)
x3 2.68 (3.4) 0.09 (2.7)
x16 2.20 (2.8) 0.03 (1.0)

Les mesures d’importance peuvent également être utilisées pour effectuer de la sélection

automatique (descendante) de variables (Díaz-Uriarte et Alvarez de Andrés, 2006).



Refining Developmental Coordination Disorder
subtyping with multivariate statistical method

Background: With a large number of potentially relevant clinical indicators penalization and ensemble learning methods are
thought to provide better predictive performance than usual linear predictors. However, little is known about how they perform in
clinical studies where few cases are available. We used Random Forests and Partial Least Squares Discriminant Analysis to select the
most salient impairments in Developmental Coordination Disorder (DCD) and assess patients similarity.
Methods: We considered a wide-range testing battery for various neuropsychological and visuo-motor impairments which aimed
at characterizing subtypes of DCD in a sample of 63 children. Classifiers were optimized on a training sample, and they were used
subsequently to rank the 49 items according to a permutedmeasure of variable importance. In addition, subtyping consistencywas
assessed with cluster analysis on the training sample. Clustering fitness and predictive accuracy were evaluated on the validation
sample.
Results: Both classifiers yielded a relevant subset of items impairments that altogether accounted for a sharp discrimination be-
tween three DCD subtypes: ideomotor, visual-spatial and constructional, and mixt dyspraxia. The main impairments that were
found to characterize the three subtypes were: digital perception, imitations of gestures, digital praxia, lego blocks, visual spatial
structuration, visual motor integration, coordination between upper and lower limbs. Classification accuracy was above 90% for all
classifiers, and clustering fitness was found to be satisfactory.
Conclusion: Random Forests and Partial Least Squares Discriminant Analysis are useful tools to extract salient features from a large
pool of correlated binary predictors, but also provide a way to assess individuals proximities in a reduced factor space. Less than 15
neuro-visual, neuro-psychomotor and neuro-psychological tests might be required to provide a sensitive and specific diagnostic of
DCD on this particular sample, and isolated markers might be used to refine our understanding of DCD in future studies.

Soumis à BMCMedical ResearchMethodology.



Données sur l’ensemble de l’échantillon

Fréquence d’échec par groupe clinique

Item IM VSC MX FDR Bonferroni

LEBL 0.0 0.82 0.88 0.004895105 0.04895105
PUZL 0.0 0.91 0.80 0.004895105 0.04895105
ARTH 0.4 0.82 1.00 0.004895105 0.04895105
DIPR 1.0 0.18 1.00 0.004895105 0.04895105
IMOG 1.0 0.03 0.92 0.004895105 0.04895105
DIPE 1.0 0.06 0.72 0.004895105 0.04895105
CULL 0.2 0.27 0.80 0.004895105 0.04895105
MAND 0.0 0.15 0.76 0.004895105 0.04895105
VIMI 0.0 1.00 1.00 0.004895105 0.04895105
VISS 0.0 0.97 0.96 0.004895105 0.04895105
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Construction et évaluation des modèles

• 2/3 des individus pour l’apprentissage et 1/3 pour le test, stratifié sur le groupe clinique
• modèles : forêts aléatoires (RF) + analyse discriminante (s)PLS (avec ou sans Lasso)
• validation croisée des hyperparamètres (mtry et nombre de composantes) des modèles

à partir du taux de classification correcte
• sélection de variables à partir de tests de permutation
• classification automatique optimisée par ré-échantillonnage
• taux de classification correcte, Sensibilité/Spécificité, et affinité par classe

CALIBRATION
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Variables isolées par RF et PLS
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Variables sélectionnées par Lasso en sPLS-DA :

Item IM VSC MX

Imitation of gestures? 100.00 88.406 88.406
Visual spatial structuration? 98.55 5.797 0.000
Lego blocks? 95.65 2.899 2.899
Puzzles 95.65 8.696 8.696
Digital perception? 95.65 66.667 66.667
Digital praxia? 91.30 0.000 91.304
Visual spatial constructional 86.96 8.696 8.696
Coordination upper/lower limbs? 81.16 59.420 59.420
Synkinesis 81.16 15.942 15.942
Manual dexterity? 81.16 63.768 63.768
? identique à RF

RF :mtry= 12, performance 92.4 ± 5.5 %.

sPLS : 2 composantes (𝜂 = 0.7), 94.2 ± 7.6 %.



Profiles factoriels (PLS)
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Conclusions

• Les approches de régression pénalisée permettent de traiter des cas
complexes et intègrent la sélection automatique de variables. En re-
vanche, les estimateurs sont biaisés et il est difficile d’y associer des
intervalles de confiance (Bunea et al., 2011 ; Kyung et al., 2010).

• Il est important de contrôler le risque de sur-ajustement, en particulier
lorsque l’on couple des procédures de sélection de variables à des al-
gorithmes de classification ou de régression. Une solution est d’utiliser
des algorithmes qui intègrent la sélection ou le classement de vari-
ables.

• La comparaisondesperformancesdedifférents classifieurs doit et peut
être contrôlée (Hothorn et al., 2005 ; Jelizarow et al., 2010).
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